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RESUMO

Este trabalho € parte inicial de um projeto de Iniciacdo Cientifica que tem como objetivo estudar
as demonstragdes e a teoria sobre a existéncia de nimeros ndo-racionais, em particular, através
do estudo das varias demonstragdes de que /2 ndo é um ndmero racional. Define-se nimero
racional como sendo aquele que pode ser escrito na forma ™ em que m,n € Z e n # 0. Pergunta-
se se existe racional que seja a medida da diagonal de urr? quadrado de lado 1. Para responder
esta pergunta usamos o nimero v/2. A ideia de que existem nimeros que ndo sdo racionais é
de fundamental importancia na construgéo da Algebra, Andlise e Geometria. Aqui apresentaremos
e provaremos a irracionalidade de v/2 via Teorema Fundamental da Aritmética (TFA). Sendo as-
sim, primeiramente demonstramos o TFA para depois provar a existéncia da irracionalidade, tanto
demonstrando a irracionalidade de v/2 quanto de /P para um nimero p primo qualquer.

Palavras-chave: Numeros Irracionais. Teorema Fundamental da Aritmética. NUmeros primos.

INTRODUCAO

A construgdo dos numeros naturais — ou até dos nameros inteiros —, € facil no ponto de
vista intuitivo, ja que tal abstracdo surge a partir do processo de contagem de coleg¢des
finitas de objetos. Entretanto, as necessidades da vida diaria requerem, além da contagem
de objetos discretos, a medicdo de quantidades como comprimento, peso, altura, entre
outros.

Para satisfazer mais necessidades, criou-se a necessidade de numeros racionais, que
~ . m

sao aqueles que podem ser escritos na forma — em que m,n e n # 0. Desde a Escola
n
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Pitagdrica, acreditava-se que todos os numeros poderiam se expressados como numero
racional.

Porém Hipasius Metapotum (470 a.C.), um dos adeptos da Escola Pitagérica, teria desco-
berto a existéncia de nimeros que nao eram racionais, os chamados de numeros incomen-
suraveis. Para isso, ele mostrou que nao existe racional que seja a medida da diagonal
de um quadrado de lado 1. Tal descoberta provocou rebulico na escola, ja que todas as
proposicoes pitagdricas somente valiam para numeros comensuraveis (EVES, 2004).

Por algum tempo o Unico valor incomensuravel conhecido foi v/2, o valor da diagonal do
quadrado de lado 1. Porém mais tarde, Teodoro de Cirene (426 a.C) também provou,

de forma geométrica, a existéncia de v/3, v/5, V7, V8, V10, V11, V13, V14, V15, V17.
Assim, novos numeros tiveram que ser inventados de modo a serem associados a essas
grandezas. Esses numeros foram chamados de irracionais e a sua existéncia foi passada
aos dias atuais através da demonstracgao feita pelo matematico grego Eudoxo, que aparece
no quinto livro dos Elementos de Euclides (BOYER, [2010).

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Recentemente, na VI Bienal da Sociedade Brasileira de Matematica, (Chaves e Freitas
(2012) resumiram seis demonstragdes de que V/2 era irracional em um minicurso, verifi-
cando tal afirmacgéo das seguintes maneiras:

1. prova via Teorema Fundamental da Aritmética

2. prova via fra¢des irredutiveis

3. prova via principio da boa ordenacgao

4. prova geométrica

5. prova analitica

6. prova via fragdes continuas
Neste sentido, foi criado um projeto de Iniciagcao Cientifica, cujo objetivo consiste no estudo
e aprofundamento de toda a matematica e da histéria da matematica envolvida nas seis
diferentes provas descritas por acima de que /2 é irracional, redemonstrando detalhada-
mente e com entendimento das técnicas de demonstracao envolvidas nessas provas.
Neste trabalho, mostramos a primeira parte do projeto, na qual explanamos a demonstra-
cdo de que /2 é irracional, utilizando o Teorema Fundamental da Aritmética. Salientamos

que esse € um teorema muito importante e bastante utilizado, porém muitas vezes sua
demonstracao so6 é vista em estudos mais avangados.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

Para demonstrar que /2 é irracional, via Teorema Fundamental da Aritmética (TFA), é im-
portante como preliminares matematicas, estabelecermos o conceito de niumero primo e
de numero composto. Apéds isso, seguimos com a demonstracao o TFA e por fim mostra-
remos que v/2 ndo pode ser um nimero racional. Baseamo-nos aqui nos textos de |Santos
(2012) e |Moreira, Martinez e Saldanha (2012).

Definicao 1. Um numero inteiro positivo p, com p # 1, é denominado primo se 0s Unicos
divisores n&o negativos séo 1 e p.

Denotaremos por P = {2,3,5,7,11,13,17,...} o conjunto dos nimeros primos.

Definicao 2. Um numero natural é composto quando tem mais de dois divisores naturais
distintos.

Convém lembrar aqui que tanto o conjunto dos numeros primos quanto o dos nameros
compostos sado infinitos. Os numeros primos consistem o alicerce dos demais niumeros
inteiros positivos, visto que qualquer inteiro positivo pode ser escrito de maneira Unica, a
menos da ordem, como um produto de nimeros primos. Esse resultado é formalizado por
meio do Teorema Fundamental da Aritmética, que foi exposto pela primeira vez no livro IX
dos Elementos de Euclides (BOYER| 2010). A seguir enunciaremos e demonstraremos tal
teorema.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo numero inteiro maior que 1, pode
ser representado de maneira tinica como um produto de fatores primos.

Demonstracdo. Sejan > 1 um numero natural. Entdo n pode ser primo ou composto.

Se n for primo a sua fatoragdo sera n, na medida que um numero primo s6 pode ser
dividido por 1 e por si mesmo. Se n for composto, seja p; > 1 o menor dos divisores
positivos de n. Entdo p; € primo, caso contrario existiria p < p; tal que p; seria divisivel por
p, a afirmacao que p; € o menor dos divisores positivos.

Logo n = piny, com ny > p;.

No caso de n; ser primo, entdo n sera representado pelo produto de primos como queria-
mos demonstrar.

Por outro lado, caso n, seja composto, teremos p, como menor divisor de n; e analoga-
mente a py, po sera primo além disso n = pi;pans em que ny > po. Esse processo podera
se repetir, porém nao infinitamente, na medidaemquen > ny >ny >nz > ... > 1.

Digamos entdo, sem perda de generalidade, que seja possivel encontrar k& termos primos
na composi¢ao de n, assim:

ai, as

_ af
n=p P --Pr,
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em que cada a;, parat = 1,...,k é o niumero de vezes que n é dividido por aquele primos.
Desta forma, mostramos que é possivel decompor n em fatores primos.

Falta apenas demonstrar a unicidade da decomposicéo, a qual feita por inducao.
Suponho n = 2, existe uma Unica maneira de fatorar 2 em ndmeros primos. Suponha
agora como hipétese de indugao que todos 0s numeros inteiros maiores que 1 e menores

que n irdo ter uma unica fatoragéao.

Por contradicdo vamos supor que n € composto e tem duas fatoracdes distintas:

n=pps...Px = qi1q2 - - - qs- (1)

Portanto,

pPip2 - - . Pk 1

q1q92 - - - gs
Note que cadag;, j = 1,...,sep;, i =1,...,k séo primos. Além disso, ¢; divide um dos
fatores p;, isto é, p;/q1 = 1, paraalgumi=1,... k.
Vamos supor, por conta da propriedade comutativa, que : = 1. Dai b 1 e como ambos

q1

s&o primos, temos que p; = ¢;.

Assim, por conta da equagéo

n
— =DP2-.--Pk=4q2---(s-
h
Note que
n
1< — <n.
n

o , .. n .. - .
Portanto usando a hip6tese de indugdo, — tem uma unica fatoragdo. Assim
b

P2---Pr=4G2.--Gs

€ como p; = ¢; segue que pr = ¢s. Neste caso as duas fatoragdes sao idénticas, possivel-
mente variando a ordem.

]

Agora que o Teorema Fundamental da Aritmética estd provado, mostraremos, usando tal
fato, a prova de que v/2 € um nmero irracional.

. . . . . m
Numero racional é todo aquele numero que pode ser escrito na forma — em que m,n € Z
n
e n # 0. Com isso em mente podemos enunciar e demonstrar o seguinte teorema
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Teorema 2. \/§ é irracional.

Demonstragdo. Suponha /2 um ndmero racional, por contradicdo. Dessa forma, temos
que existem a e b inteiros, com b ndo nulo, tais que

a
2=-.
V2 b
Elevando ao quadrado ambos os termos temos que
a? 2 2
2= @ a’=2" ()
Por virtude do Teorema/[i]
a:a1a2a3~~~ameb:b1b263~~~bn. (3)
Substituindo (3) em (2) temos:
alajaj...a’, = 2bbab; ... b2 (4)

Observando a equacao (4), vemos que o fator 2 aparece um nimero par de vezes no lado
esquerdo e um numero impar de vezes no lado direito, o que contradiz o Teorema [{], de
que um numero s6 pode ter uma Unica fatoracdo, com excecéo da ordem. Por conta desse
absurdo, segue que /2 é um nmero irracional. ]

A extensdo desse resultado para qualquer p primo é demonstrada de maneira similar. E o
que fazemos no teorema que segue.

Teorema 3. Se p € um numero primo, entéo /p € irracional.

Demonstragdo. Suponhamos, por contradigdo que ,/p com p sendo um namero primo,
seja racional. Entao existem a e b inteiros com b ndo nulo, tais que

VB=7 (5)

Elevando (5) ao quadrado, obtemos

a’® 2 2
p= = & a” = pb. (6)
Sejam a decomposicao em fatores primos de a e b, respectivamente:

CL:alagag...ameb:blbgbg...bn. (7)

Substituindo (7) em (6), encontraremos
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ajajaj...a’, = pbibsbs ... b2. (8)

Observando a equacao vemos que o fator p aparece um namero par de vezes no lado
esquerdo e um nimero impar de vezes no lado direito, 0 que contradiz o Teorema(i]de que
um numero s6 pode ter uma unica fatoragdo, com excegéo da ordem. Portanto ,/p € um
namero irracional. O

CONSIDERAGCOES FINAIS

Por muito tempo o filésofo Hipaso de Metaponto tentou provar que v/2 era um nimero
irracional. Porém, Hipaso era participante da escola Pitagérica, escola filosoéfica que acre-
ditavam que toda geometria poderia ser descrita apenas com numeros racionais. Dessa
maneira, se o que Hipaso falava fosse verdade, tudo que se havia construido sob essa
hipbtese seria falso.

Mesmo assim, Hipaso de Metaponto quebrou a regra de siléncio dos pitagoéricos, revelando
ao mundo a existéncia destes novos numeros. Por fim decidiram expulsa-lo e mata-lo, no
entanto ha diversos mitos sobre o que realmente aconteceu com Hipaso e ndo se sabe
realmente o que podemos tomar como verdade.

Contudo, com a primeira parte deste projeto de Iniciagdo Cientifica, provamos que Hipaso
falava a verdade, na medida que demonstramos, utilizando o Teorema fundamental da
Aritmética, a irracionalidade de v/2, estendendo essa demonstracdo para mostrar que VD
€ irracional, para todo numero p primo.
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